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Modelovani v geotechnice — Metoda konecnych prvku
Zakladni charakteristika metody konecnych prvku (MKP, FEM)

nejCasteji vyuzivana metoda modelovani kontinua

patfi mezi metody numerické(priblizné) — presné reseni diferencialnich
rovnic u, popisujicich dany inzenyrsky problém, je nahrazeno resenim
pribliznym

kontinualni oblast, na niz hledame resSeni, je pfi aplikaci MKP
rozdélena na dilCi podoblasti (tzv. konecné prvky)

vysledkem jsou hodnoty funkce (ve standardnich geotechnickych
ulohach se jedna o posuny) v diskrétnich bodech oblasti

metoda velmi univerzalni, Ize pomoci ni fesit ulohy z riznych
oblasti, zohlednuje tvarovou i materialovou variabilitu oblasti
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Charakteristika metody kone€nych prvku z hlediska metod
reseni uloh mechaniky kontinua

« Metoda variacni — hleda reseni ulohy na zaklade

minimalizace funkcionalu potencialni energie (aplikace
Lagrangeova variacniho principu - mezi vSemi funkcemi posuvd,
které zachovavaji spojitost télesa a splnuji geometrické okrajové
podminky, se realizuji ty, které udileji celkové potencialni energii
minimalni hodnotu).

* NejCastéji formulovana jako metoda deformacni —
primarne neznamymi hodnotami ulohy jsou posuny

* Metoda numericka — prevadi problém hledani spojitych
funkci na problém hledani kone¢ného poCtu neznamych
parametru, pomoci nichz se hledané funkce pfiblizné
aproximuyji
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HISTORIE METODY

pocatky Sirsi inzenyrske aplikace metody kolem roku 1956
ve vyzkumném Ustavu aeronautické a kosmické mechaniky v Ohiu,
USA — projekt Apollo

nejvetsi rozvoj v civilnim sektoru v letech 1965-1975

Siroké aplikaCni moznosti — oblasti inZenyrské (strojirenstuvi,
stavebnictvi apod.), ale i oblast sociologicka a ekonomicka

metoda se stale vyviji a zdokonaluje predevsim z hlediska
efektivity feSeni komplikovanych rozsahlych uloh

metoda vyzaduje pro svou aplikaci vypocetni techniku, k dispozici
je velké mnozstvi specializovanych softwaru pro rizné aplikacni
oblasti
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ZAKLADNI PRINCIP METODY

Prevedeni ulohy reseni parcialnich diferencialnich rovnic na
reseni soustavy linearnich algebraickych rovnic (aplikaci
Lagrangeova variacniho principu)

Ku=f

kde matice soustavy K_(tzv. matice tuhosti) je pasova
(nenulové prvky jsou soustredény pouze v pase kolem
hlavni diagonaly)

U- vektor neznamych posunuti v uzlovych bodech site

f- vektor znamych sil (od viastni tihy, vnéjsiho pritizeni
apod.)
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Vyjadreni funkcionalu potencialni energie

Potencialni energii I'1 Ize obecne vyjadrit jako rozdil potencialni
energie vnitrnich sil I'l; (odpovida deformacni praci vnitrnich sil) a
potencialu vnejsiho zatizeni I, ( odpovida deformacni praci

vnegjsich sil):
[1=1II —1II,

Nastane tedy pravé ten deformacni stav télesa, pro néjz
je variace oIl potencialni energie soustavy nulova:

oll =0
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LAGRANGEUV PRINCIP VIRTUALNICH POSUNUTI

1¢_1-
Hi = EJGTE dQ virtualni prace vnitrnich sil
0

I, = J'UT X dO + J‘UT Bdl virtualni prace vnéjsich sil
Q f r N\

prace od objemového zatizeni prace od povrchového zatizeni na hranici "
=T =T _

u _(U’V’W)’ & _(gx’gy’gziyxy,yyz’yzx)

o —(GX,Gy,GZ,TXy,TyZ,TZX), X —(XX,Xy,XZ)

5" =(p..p,. p,)

X — vektor objemovych sil (vlastni tiha), p- vektor povrchovych sil
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UrCeni reseni dané okrajové ulohy je tedy ekvivalentni
se stanovenim funkce posunu u, ktera minimalizuje
funkcional potencialni energie:
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OBECNY POSTUP METODY KONECNYCH PRVKU

1) rozdéeleni kontinua na ur€ity poCet koneCnych podoblasti
(tzv. konecCnych prvkl) — diskretizace oblasti, prvky
jsou navzajem spojeny diskrétnim poctem uzll na hranici;
hodnoty hledané funkce (napf. posunuti) v téchto uzlech
(uzlové parametry) jsou zakladnimi neznamymi ulohy

2) volba aproximacni funkce definujici jednoznacné stav
posunuti uvnitf kazdého konec¢ného prvku
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OBECNY POSTUP METODY KONECNYCH PRVKU

3) vyjadfeni pomérnych pretvofeni a posunu na prvku pomoci uzlovych
parametrl a pfislusnych bazovych funkci(metoda vyuziva specialnich
bazovych funkci s tzv. malym nosi¢em- dusledkem je pasovost matice
tuhosti, kdy nenulové prvky jsou soustredeny pouze v pase kolem
hlavni diagonaly)

4) vyjadreni slozek napéti na prvku pomoci uzlovych parametrd

5) vyjadreni funkcionalu potencialni energie prvku pomoci uzlovych
parametru prvku, stanoveni lokalnich matic tuhosti prvku
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OBECNY POSTUP METODY KONECNYCH PRVKU

6) sestaveni celkové matice tuhosti K oblasti pomoci lokalnich
matic tuhosti prvku, sestaveni vysledné soustavy rovnic

7) feseni vysledné soustavy rovnic pro neznamé uzlové
parametry(napf. posuny) a vektor znamych sil
f (sily od vlastni tihy, vnéjsiho pfitizeni apod.)

—

Ki=f

8) stanoveni napéti na zakladé stanovenych posunuti

diskretizace oblasti ==»> analyza prvku=== ganalyza celé oblasti
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Znaceni:

Q ..... oblast, na niz hledame reSeni ulohy (napfr. rez
svahovym télesem)

u ... presné reseni uvazovane diferencialni rovnice

u ... pfiblizné (numerické)resSeni ulohy

Toto priblizné reseni uvazujeme ve tvaru rady:

n
(n) _
u™ => u.N,
k=1

u,,u,,...,u, —neznamé konstanty (fakticky se jedna o posuny
v uzlovych bodech)
N,,N,,...,N,, — posloupnost tzv. bazovych funkci (zname)
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Cilem je, aby se toto priblizné numerickeé reSeni ulohy co nejlepe
priblizovalo skuteCnemu reseni ulohy, tj.

u ~

Pro splnéni této podminky je nutno vhodne stanovit nezname
koeficienty u;, i=1,...,n, které urcuji priblizné reseni.

Koeficienty u. volime tak, aby funkce u™ minimalizovala
funkcional potencialni energie 11 (vyuziti Lagrangeova variacniho
principu).
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Tedy hledame takoveé koeficienty u*, aby minimalizovaly I1

H(iznl:ui*Nij = minH(ian:uiNij

Z podminky pro extrém plyne:

Dostavame tedy soustavu n algebraickych rovnic pro
nezname koeficienty u,= u*, i=1,...,n (posuny v uzlovych
bodech).

Jedna se tedy o variacni metodu (hledame minimum
funkcionalu potencialni energie).
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Bazoveé funkce jsou specialné voleny tak, aby byla matice
vzniklé soustavy rovnic pasova. Pak je totiz mozno vyuzit
efektivni algoritmy pro reseni velkych soustav rovnic s
pasovou matici a nezanedbatelné jsou také mensSi naroky
na kapacitu disku a paméti (metoda konecnych prvku
vzhledem k pozadavku na feseni rozsahlych soustav
algebraickych rovnic vyzaduje pocitacové zpracovani).

? jak vypadaji a Jak se konstruuji takové bazove funkce
Vv pripade rovinné ulohy
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Zakladni terminologie:

c M .... uzly sité
* trojuhelniky ... konecnée prvky
« systém konecénych prvku ... Sit

nejcasteji pouzivané konecnée prvKky jsou trojuhelniky
(odpovidaji linearni aproximaci funkce posunu na trojuhelniku)

« systém trojuhelnikovych konecnych prvku ... triangulace



Modelovani v geotechnice — Metoda konecnych prvku

Zasady triangulace

1) trojuhelniky se nesmegji prekryvat, maji spolecny
pouze vrchol nebo celou stranu

2) uhly v trojuhelnicich nesmi byt prilis ostre
3) v mistech ocekavanych velkych deformacnich a napétovych

zmen (pata svahu, okoli vyrubu tunelu apod.) by mela byt
sit' hustsi

Cisla pfifazena jednotlivym uzIGm (tj. hodnoty pfiblizZného
reseni ) se nazyvaiji uzlové parametry U..
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Tvary nejcastéji pouzivanych kone¢nych prvku pro ruzné dimenze ulohy
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NejCasteji pouzivany prvek v rovine : trojuhelnik
NejCastéji vyuzivane trojuhelnikoveé prvky:

® Uzloveé body ve vrcholech trojuhelnika (nejjednodussi prvek v rovine) (3
uzlovy prvek) — aproximace posunu na prvku je linearni, neni pfili§ pfesny,
nevystihuje zejména lokalni extrémy deformaci ani napéti, ve vétsiné
komercnich softwarl se nevyuziva

@ Uzlové body ve vrcholech trojuhelnika a ve stfedech stran (6-ti uzlovy
prvek) — aproximace funkce posunu na prvku je polynomem 2. fadu,
dostateCna presnost v pfipadé deformacni analyzy, pro stabilitni analyzu
nepresny

® Uzlové body ve vrcholech trojuhelnika, ve stfredech stran i uvnitr
trojuhelnika (15-ti uzlovy prvek) — aproximace funkce posunt na prvku
polynomem 3. radu, doporucuje se predevsim v pripade napétove analyzy
(stabilitni ulohy, vyhodnoceni Cerpani smykove pevnosti apod.)
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Zakladni princip metody —ilustrace na trojuhelnikovém
3-uzlovém prvku pro funkci posunu u v jednom sméru
(analogicky i pro drunhy smeér v- vertikalni posuny)

Na trojuhelniku Aeg s uzly i,j,k:

) — (&) )
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M
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Linearni interpolacni funkce posunu u (x,y) na trojuhelniku e,
(je jednoznacné urcena uzlovymi parametry U U U, ):

u(x,y)=a, + o, x+a,y

Musi tedy platit: U (X_(S) y(S) ) _
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Dostavame soustavu 3 linearnich algebraickych rovnic
(odpovida linearni aproximaci na jednom trojuhelniku):

a, +a, x() 1 a, yi(s) =

U
o, + azxgs) + 053y§3) =U
U

a, + alegs) +a, yﬁs) =
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Cramerovo pravidlo:
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Oznacime:

Ci(s) _ X;ES) _ st)
C-S) _ Xi(S) _ X;ES)
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Bazove funkce prislusejici trojuhelniku es:

Ni(s)(X’ Y) = .

S 1 S S S
ng )(X’ Y): detS© (alg )+blg )X"‘C|£ )Y)
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Interpolacni polynom posunu na trojuhelniku e I1ze pak s
vyuzitim tohoto znacCeni zapsat ve tvaru:

U (%, y)= N (6, YU+ NP y 0 7+ NGO y )0

U®), U®, U,O- horizontalni posuny ve vrcholech trojihelnika

NS, N;®), N,® —Dbazové funkce pfislusejici vrcholim trojuhelnika

analogicky je mozno ziskat vyjadfeni dalSich uzlovych parametrt (napf.
posunu v dalSich sméru)
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Vlastnosti bazovych funkci N na trojuhelniku:

) NO(xy)+N9(x,y)+N(x, y)=1 2)N (M()):l

)1

NE(M)=1
INOME)= NO(M)=0
W0 o
N ) o
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Vlastnosti globalnich bazovych funkci na celé oblasti

Kazdému uzlu triangulace Mr tedy prislusi bazova funkce
N,, ktera ma nasledujici vlastnosti:

1) Je nenulova pouze na tech trojuhelnicich, jejichz
spolecnym vrcholem je uzel Mr, na ostatnich
trojuhelnicich je nulova (duvod pasové matice soustavy)

2) Nabyva v uzlu Mr hodnoty 1, tj. N(Mr)=1

3) Nad kazdym trojuhelnikem, jehoz 1 vrchol je Mr,je
linearnim polynomem
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Geometricka predstava globalnich bazovych funkci:

Bazove funkce jsou jehlany s vrcholem ve vysce 1 nad uzlem
Mr, r=1,...,n. Jejich podstavu tvori sjednoceni téch trojuhelniku,
které maji spoleCny vrchol Mr (jedna se o bazové funkce s tzv.
malym nosicem).
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Hledaneé priblizné reseni ulohy:

u(”)(x, y)zulNl(x, y)+U2N2(X, y)+...+UnNn(X, Y)

N,, r=1,...,n — bazové funkce prislusejici jednotlivym uzlum
v oblasti

n- pocet uzlu

Neznamé globalni parametry Ui (hodnoty posunu v uzlovych
bodech) se stanovi z podminek minimalizace funkcionalu
potencialni energie.
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Na zakladé vyjadreni aproximovanych posunu na prvku,
vyjadreni odpovidajicich pretvoreni a napeti a aplikaci
Lagrangeova variacniho principu dostavame soustavu linearnich
rovnic:

Ku =f

K —matice tuhosti (symetricka, pasova)
u — vektor neznamych uzlovych parametru (napr. posuny v uzlech)

f- vektor znamych sil

Matice tuhosti K je pasova (vyplyva z vlastnosti bazovych funkci),
Sifka pasu zavisi na Cislovani uzlu.
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Softwarove systémy pracujici na zaklade MKP pro aplikace
v geotechnice a podzemnim stavitelstvi dostupné na katedre
Geotechniky a podzemniho stavitelstvi

PLAXIS 2D

PLAXIS 3D

TUNNEL 3D

FOUNDATION 3D

CESAR

GEO MKP

firma Plaxis, Holandsko, rovinné modelovani
firma Plaxis, Holandsko, prostorové modelovani

firma Plaxis, Holandsko, prostorové modelovani
uloh predevsim z oblasti tunelovani

firma Plaxis, Holandsko, prostorové
modelovani uloh z oblasti zakladani

firma Itech, Francie, rovinné i prostorové
modelovani geotechnickych uloh

firma Fine, CR, rovinné ulohy
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GEO MKP

MIDAS GTS

PHASE

ATENA

ANSYS

firma Fine, CR, rovinné ulohy

firma TNO Diana, Holandsko, rovinné i
prostorove modely

firma Rocscience, Kanada, rovinné ulohy,
existuje i prostorova verze

firma Cervenka, CR, feSeni konstrukci

velmi univerzalni programovy systém, nejen
pro geotechniku

a dalsSi specializované softwary ...
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Chybové aspekty modelu zalozenych na MKP

Chyby formulacni - zadani geometrie, volba konstitutivnich vztah,
materialovych vlastnosti, okrajovych podminek, volba typu analyzy (linearni,
nelinearni, odvodnéne, resp. neodvodnéné podminky atd.),...

Chyby diskretizace — vyplyvaiji z generace sité a volby typu prvku

Chyby numerické —  integraéni chyby , chyby zaokrouhlovaci,
chyby iteracni,...
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Formulacni chyby numerickych modelu — volba dimenze modelu

Volba dimenze modelu: 2D x 3D,

2D model — ulohy, v nichz jsou splnény podminky rovinné deformace (napf. liniova
dila (tunely apod.) nebo rovinné napjatosti (napf. tenké desky) nebo stav

rotacni symetrie — kruhové zaklady, piloty apod. (! nejen symetricka konstrukce,
ale i podlozi, v€etné hladiny podzemni vody ... )

Rovinna deformace:

Rotacni symetrie:

3D model — nejsou splnény podminky pro 2D model napr. stav v blizkosti Celby a
na Celbé tunelu (i kdyz Ize CasteCné simulovat ve 2D zadanim koeficientu vlivu
Celby)
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Formulacni chyby numerickych modelu — volba charakteru prostredi

Prostredi: homogenni x nehomogenni x kvazihomogenni
izotropni x transversalné izotropni x anizotropni
drénované x nedrénované

kontinualni x diskontinuitni
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Formulaéni chyby numerickych modelu — volba charakteru prostredi

Drénovaneé x nedrénovane prostredi:

« Drénovane — pri pritezovani resp. odlehCovani nevznikaji v prostredi zmeny
porovych tlakt (pomalé zatézovani, velmi propustné prostredi
(napfr. stérky), feSeni dlouhodobé stability)

« Nedrénovane - pri pritézovani resp. odlehCovani vznikaji v prostredi zmeény
porovych tlaku, (rychlé zatézovani, malo propustné
prostredi (napf. jily), reSeni kratkodobé stability)
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Formulaéni chyby modelu - volba konstitutivniho modelu

Pruzny model (linearni, nelinearni)

* Pruzné idealné plasticky model (Mohr-Coulomb,... )

* Pruzné plastické modely se zpevnénim (Cam Clay model, ...)
* Pruzné plasticke modely se zmékcenim

* Hypoplastické modely

« dalSi pokrocilé konstitutivni modely

dostupnost vstupnich charakteristik x vystiznost chovani zeminového prostredi
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Chyby formulaéni — volba vhodného modelu chovani liniovych prvka

Nosnikove elementy (beam) — liniové prvky , které jsou namahany ohybem,
na tah-tlak i krutem (modeluji napf. vyztuzni
elementy)

TyCove prvky (bar) - liniové prvky , které jsou namahany pouze na
tlak-tah (absence rotace v uzlech) (modeluji napfr. kotvy,
svorniky)
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Formulacni chyby modelt — zadani materialovych charakteristik

Vyplyvaji z nasledujicich zakladnich faktoru:

specifikum horninového prostredi, velka ¢asova i prostorova variabilita
parametrt horninového prostredi, vlastnosti materialu vzorku x vlastnosti
celého masivu

zpusobu odbéru neporusenych vzorku a jejich pfipravy na laboratorni
zkousky

principy pfistroju pro provedeni laboratornich €i polnich zkouSek
metodiky provadeni a vyhodnocovani zkousek

lidského faktoru pfi odbéru a realizaci zkousek
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Formulaéni chyby modeltu — zadani materialovych charakteristik

Nejistoty Ize snizit predevsim:

® kvalitnim a dostateénym prlizkumem, poskytujicim dostatecny pocet
vysledkU laboratornich i polnich zkouSek pro stanoveni spolehlivych mater.
charakteristik

® zvySovanim odbornosti pracovniku provadéjicich pruzkum, lab. i polni
zkousky

@ aplikaci stochastickych metod modelovani, metod inverzni analyzy
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Formulaéni chyby modell — volba okrajové podminky

Standardni okrajové podminky statické rovnovahy: musi zabranit rotacnimu |
translaénimu posunu celého modelu ( v geotechnickych ulohach nejCastéji
podminka tzv. tuhé vany)

Okrajove podminky konsolidacni — definuji v modelu propustnost €i nepropustnost
dané hranice vzhledem ke konsolidacnim procesim — jednostranna ¢€i dvoustranna
konsolidace (napfr. pfi modelovani procesu konsolidace pod nasypy budovanymi
na zvodnélém mékkém jilovitém podlozi) — volba determinuje ¢asovy prabéh
sedani a vyvoj pérovych tlaklu v podlozi

Okrajové podminky omezujici proudéeni vody
Nezadani nebo chybné zadani okrajovych podminek vede k problémum s

resitelnosti vysledne soustavy rovnic, matice tuhosti neni regularni a neni zajisténa
resitelnost vysledné soustavy rovnic.
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Formulacni chyby modelu — volba rozsahu modelu

Rozsah modelu by meél byt takovy, aby okrajové podminky zadavané na
hranicich, neovliviiovaly vypocCet v zajmoveé oblasti, tj. deformacni hranice
by mely byt v mistech, ve kterych se jiz nepredpokladaji deformacni zmény.

Testovaci uloha vlivu velikosti modelu na vysledky reSeni (Plaxis 2D):

nevyztuzené dilo kruhového pfiéného prufezu o poloméru r=5m

vySka nadlozi: h= 5m

Objemova tiha okolni horniny: g= 20 kN/m3 (homogenni prostiedi)

Modul pruznosti okolniho prostredi: E=20 MPa

Materialovy model: linearne pruzny

Variantni rozméry modelu: vzdalenost bocCnich svislych hranic a spodni hranice
od stfedu dila vzdy v k-nasobcich polomeéru dila (k=4,6,8,10,12)
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go m=12*r
Schéma parametrické modelové studie: S > 50 m=10%
—5 30 m=6*r 40 m=8*r
> 20 m=4*r
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vertikalni posuny (m)

Formulacni chyby modeltu — volba rozsahu modelu

Srovnani svislych posunii v zavislosti na rozsahu modelu(strop, pocva)
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Formulaéni chyby modell — volba rozsahu modelu

Srovnani maximalnich napéti pod pocvou v zavislosti na rozsahu
modelu
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Chyby diskretizacni — volba typu prvku

Zakladni faktory urcujici tvar aproximacni funkce posunt na prvku :

* typ prvku (prutovy(1D), trojuhelnikovy(2D), Ctyfuhelnikovy(2D),
Ctyfstén(3D), ....)

« pocet uzlovych bodu

VySSi pocCet uzlovych bodu umozniuje zpresnit feSeni, avSak predstavuje
zvyseni dimenze soustavy rovnic, vyssi naroky na vypocetni Cas, kapacitu
operacni pameti i disku, ...
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Chyby diskretizaCni — volba typu prvku

Srovnani svislych posunti pro rlizné typy prvkui(strop, pocva)
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Posuny pro oba typy trojuhelnikovych prvku (6-ti i 15-ti uzlové) jsou posuny
|denticke.
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Chyby diskretizacni — volba typu prvku

Srovnani maximalnich napéti pod pocvou pro rlizné typy prvku
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Maximalni napéti kolem dila (v po¢vé) je pro rtzné prvky rozdilné
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Chyby diskretizacni — kvalita sité

Zakladni chybové faktory sité

* Madlo husta sit, hustsi sit je nutno zvolit v mistech s vysSim
gradientem zmeéeny( kolem vyrazeného tunelu, v okoli paty svahu,
v okoli vyhloubené jamy ...) — zachyceni lokalnich extrému

* Velké zkoseni prvku (ostré uhly)

* Prilis velky pomér mezi nejvétSim a nejmensim rozmeérem prvku
(tzv. aspect ratio-AR)

* Prilis velké rozdily ve velikosti sousednich prvkld — optimalni je
postupna zména velikosti prvkd (do 20 %)
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Chyby diskretizacni — kvalita site

Spravne tvary Nevhodne' tvary < Velikosti sousednich prvki
AR =ccal AR vysoke, ostré uhly
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Spatna kvalita sit& zptsobuje nepfesné Fedeni, numerické problémy, vysledna
soustava rovnic je tzv. Spatne podminena — tj. mala zména ve vstupnich datech

znamena velkou zménu v reseni.

Konvergenci ulohy muze rovnéz narusit kombinace ruznych prvku v jedné uloze
kdy pfi spojeni maji prvky na spolec¢né hrané odlisny pocet uzlu.
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Chyby diskretizacni — volba hustoty site

vyS$Si hustota sité + volba prvkd s vy$Sim stupném aproximace posunu

vetSi poCet neznamych ve vysledné soustave rovnic

Odhad délky vypoctu:

délka vypoctu= cca (podet neznamych) x (Sitka pasu matice tuhosti)?



Modelovani v geotechnice — Metoda konecnych prvku

Chyby numerické

«  Chyby zaokrouhlovaci — zejména pfi aplikaci Gaussovy eliminacni metody
pro reseni soustavy rovnic dochazi k jejich
akumulaci

- Chyby integrace — chyby spojené s numerickou integraci napr. pro stanoveni
matice tuhosti s vyuzitim urcitého poCtu Gaussovych
integracnich bodu, ¢im vysSi pocet integracnich bodd,
tim vyssi presnost

«  Chyby iteracnich metod — pri nevhodné volbé pocCateCni aproximace,
iteraCniho kroku, nastaveni presnosti vypocCtu
nemusi byt splnéna podminka konvergence
metody

Chyby, k nimz dochazi pri feseni vysledné soustavy rovnic, Casto souvisi
se Spatnou kvalitou sité popr. Spatné zadanymi okrajovymi podminkami
modelu.
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Obecné srovnani reSeni spojitého problému a odpovidajici ulony MKP

| Spoqity problém

-
Hustota sit¢ MKP

* posuny stanovené MKP jsou obecné nizsi
ve srovnani se spojitym reSenim

* numericky model je obecné tuzsi nez
model spojity

« se vzrustajici hustotou sité se zvysuje
poddajnost modelu



