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Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Metoda konecCnych prvku postupuje od analyzy
jednotlivych koneénych prvku k analyze
celé kontinualni oblasti



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

ANALYZA JEDNOHO TROJUHELNIKOVEHO
KONECNEHO PRVKU

- volba aproximacni funkce posunu na daném prvku

- vyjadreni aproximacni funkce posunu na daném prvku
pomoci uzlovych parametru a bazovych funkci

- vyjadreni pomernych pretvoreni na daném prvku pomoci
uzlovych parametru

- vyjadfeni napéti na daném prvku pomoci uzlovych parametru

- vyjadreni potencialni energie prvku pomoci uzlovych
parametru, sestaveni lokalnich matic tuhosti jednotlivych prvku



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu
1) aproximace spojité funkce posunu u, Vv :

u(x,y)=a,+a,x+a,y
v(x,y)=a,+ax+ay

- T
a=(a,,a,,a5,a,,a5,a,)



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

2) dosazeni souradnic vrcholu trojuhelnika do

aproximacni rovnice: ’

_Lg_l
5 — A C_i ___________________ A k/ > \§
gz(ui,vi,uj,vj,uk,vk)T // | \\\
ui — Z/t(xi b yi )9 M]- — M(Xj ) yj )9 :_H_st];;M éi—ﬁ::::::id_::ﬂj ‘U;ME
Up = ”(xkaJ’k) | |
Vi:V(xiayi)avj:V(xjoyj)a !
v = (%, ) I x 3 0 0 0
0O 0 0 1 x vy
A — matice 6x6, jejiZ prvky gyt Xy 000
jiz nejsou funkcemi proménnych 0O 0 0 1 x, y
xay, alg z,évisi na koonkrg'tnl'cr] 1 x, y, 0 0 0
souradnicich vrcholu trojuhelnika
(znamé uzlové body prvku) 00 0 1 x y)




Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

3) vyjadreni konstant a, pomoci hodnot aproximacni
funkce v uzlovych bodech (uzlovych parametru):

- _1 - . . v s
a=A"'5 soust’ave} 3 lin. rovnic p.ro urceni
neznamych konstant a;:

Cll + azxi + a3yl. = Z/ll.
A1 — matice 6x6, inverzni

. a, +a-x. +da . =U.
k matici A 1Tty Y

J
a, +a,x, +a,y, =u,
a,+asx;, +agy, =v,
a,+a;x;+asy, =v,

a, + as X, + AV, =V,



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

3) vyjadreni konstant a, pomoci hodnot aproximacni
funkce v uzlovych bodech (uzlovych parametru)-pokracovani:

a, :detlS [(xjyk_xkyj)’li—i_(xkyi _xiyk)”j_i_(xiyj_xjyi )”k]

azzdetlS (y] )’ (yk J’)‘ (y,. _yj)”k]

Cramerovo pravidlo: o b = =

a, = detlS :(xjyk _xkyj)vi +(xkyi —X yk)vj +(xi V=X ) )Vk]

1

S T Y
T e

as

%




Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

3) vyjadreni konstant a, pomoci hodnot aproximacni
funkce v uzlovych bodech (uzlovych parametru)-pokraCovani:

( )
L x,
S =1 x, y,
\1 Xe o Vi)
X Ve =X 0 X Vi =X Vi 0 XY =X 0
Vi~V 0 Vi~ Vi 0 Yi—Y; 0
4 1 X, — X, 0 X, —X, 0 X;—X, 0
det S 0 X Ve =X 0 X Vi =X Vi 0 XY =XV
0 Vi~V 0 Vi~ Vi 0 Yi—Y;
0 X, — X, 0 X, —X, 0 X;—X,




Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

3) vyjadreni konstant a, pomoci hodnot aproximacni
funkce v uzlovych bodech (uzlovych parametru)-pokraovani:
Zavedeni znaceni:

3
a; =XV =XV,

b =¥, = Vi a; 0 a, 0 a O
¢ =X~ X, b 0 b 0 b 0
* . 4 1 |¢ O c; 0 ¢ O
i T XV T X detS| 0 a 0 a, 0 gq
=YY, 0 b 0 b 0 b
;=X 0 ¢ 0 cj 0

a;: =XV =XV
bZ :yi_yj

*
C, =X, —X,



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

4) vyjadieni aproximacnich funkci pomoci hodnot posunu
v uzlovych bodech a pomoci bazovych funkci:

dosazeni (2) do (1):
i=UA"'6=NoS

IJC)/OOOA_1
0 001 x y

N=UA1:(

_(N,-(x,y) 0  Nxy) 0 Nlwny) 0 J
1o N(x,y) 0 N,(x.,3)) 0 N (x,»)

N;, N;, N, - bazove funkce odpovidajici lin. aproximaci na trojuhelniku:

N.(x,y)=(a; +xb +yc)/detS
N.(x,y)z (aj. +xb; +ycj.)/detS

J

Nk(x,y)= (a, +xb, + yc,)/det S



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

4) vyjadreni aproximacnich funkci pomoci hodnot posunu
v uzlovych bodech a pomoci bazovych funkci- pokracovani:

[(a +xb, + yc, u, +(a +xb +yc, )u +

u(x,y)= S

+(ak +xbk +yck)uk ]

[(a +xb, + yc, v, +(a +xb +yc, )v +

)=

+(ak +xbk +yck)vk ]

Tedy:
u(x, )= N,(x, )l + N, (e, )y + N (60

V(an’) Ni(x’y)vi +NJ(X»J/)VJ- +Nk(an’)"k



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu
Vlastnosti bazovych funkci:

Ni(xi’yz) 1 N(]’y]) O’Ni(xkﬂyk)zoﬂ , . .
., pasovost matice tuhosti

Nj(xjayj)zla Nj(xi9yi):O’ Nj(xkﬂyk):O

Nk(xk’yk):L Nk(xi9yi):0’ Nk(xj’yj):()
Bazové funkce trojuhelnikového prvku:

Niey) Nats) e




Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

5) vyjadieni pomeérnych pretvoreni pomoci uzlovych parametru

( ou \
/a‘x\ ox
E=|¢, |= Y |_Ba=BA"S
Oy
\yxy/ 6_u+@
Oy Ox
‘01 0 0 0 0)
B=/0 0 0 0 0 1
0 01 0 1 0,




Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

6) -vyjadfeni napéti na daném prvku pomoci uzlovych
parametru

Z prijatého konstitutivniho vztahu (v nejjednodussim
pripadé z Hookova zakona) a po dosazeni za «:

6 =D&=DBA'S

D-matice materialovych konstant



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

7) -vyjadreni potencialni energie prvku pomoci uzlovych
parametru na oblasti Q s konstantni tloustkou t:

Potencialni energie vnitrnich sil:
lero
Il =— j I g
2

Potencialni energie vnéjsich sil (superpozice energie
objemovych sil X a povrchovych sil p pusobicich na hranici I

oblasti ):
0, = [[ X doe [ 'aat
0



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

8) celkova potencialni energie prvku k
=1, -1, - % H(ET&dQK [ ¥"idg, - [[ p"itdr, -
Ok I

—jjaT( Y B"D,BA;'5,1,d0, - _UXTN5dF jjpTNadr

F=BA'§=7"=5"(4") B’

-1 T -1
Oznacime-li integral soucinu matic: _” l (Ak )TB D,BA =K,
Pak

K, — lokalni matice tuhosti

k oT IR
LI K0, orvku k (6x6)

_1
T2



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

8) celkova potencialni energie prvku k

Hl; :_ﬁkTgk
F (Fx19Fyl’FXJ’ yjankD )r

Slozky vektoru F maji rozmeér sily, které na jednotlivych deformacich
uzlt prvku konaji stejnou virtualni praci jako dané zatizeni X a p.
Pak tedy:

1 = O
1, = EéTKkék ~F'6,



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Matice tuhosti prvku k

Integral ve vyjadreni matice tuhosti K, prvku se da jednoduse stanovit
pouze v jednoduchém pfipade, kdy je matice B (figuruje ve vyjadreni
pomeérnych pretvoreni a napeti) konstantni.

To je zaruCeno v pfipadé, ze je zvolena linearni aproximacni

funkce posunu(aplikace tfiuzloveého trojuhelnikového prvku),

nebot pak je pomérné pretvoreni i napéti na celém prvku

konstantni.

ou “
—_ a
g, Ox a, 01 00 0 0)°
— av a3 -1
5=5y=§=a6=000001a=BA5
4
Ve ou_ov a, +a. 00101oa5
oy Ox



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Matice tuhosti prvku k

Za tohoto predpokladu je v obecneém vyjadreni matice tuhosti
K, pro dany prvek za integralem soucin konstantnich matic
D, B, A-1 | Ize tedy tento soudin vytknout pfed integral a
dostavame tvar matice tuhosti:

K, =[[ t.(4") B"DBAdQ, =1,(4.') B"D, B4 ([ dQ, =1,(4) B'DBAA,
Ok O

kde A, je plocha daného prvku k

Pokud jsou pouzity k aproximaci posunu nelinearni zavislosti,
matice B nebude konstatni a pro vycCisleni matice tuhosti K,
je tfeba provést numerickou integraci v tzv. Gaussovych bodech.



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Analyza celého telesa - celkova potencialni energie celého
télesa sloZzeného z m konecnych prvku a charakterizovaného
n uzly

m m 1 N m —
M=YT1I, =Y ~5/K,0, - "K6—F'6

k=1 k=1 2 k=1
#:(ul,vl,uz,v23u3,v3,...,un,vn)T

x12F yl>= x2°5% y29°° xn’ )T

F=(F, F, F,F

kde K je vysledna (globalni) matice tuhosti, F je vysledny vektor
transformovaného zatizeni, 6 vektor uzlovych parametru.



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Globalni matice tuhosti télesa

Kazdy radek lokalni matice tuhosti prvku je tvoren koeficienty
rovnic, které vyjadruji rovnovahu sil od napeti v prvku, ato v
jednotlivych uzlech a v jednotlivych smérech.

Vysledna sila pusobici v kazdém uzlu télesa je dana sumaci
vSech sil, které pusobi v tomto v tomto uzlu ve vSech pfislusnych
prvcich.

Z této filosofie vychazi vytvareni globalni matice tuhosti celeho
telesa.



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Globalni matice tuhosti télesa

Jestlize ma sit’ kone€nych prvkd n uzld a v kazdém uzlu je
definovano / uzlovych parametru, pak je vysledna globalni matice
Tuhosti Ctvercova matice o n x / sloupcich a n x [ radcich.

K redukci dimenze matice tuhosti dochazi zadanim okrajovych
podminek, ktere jisté radky a sloupce z matice eliminuiji.

V pripadé rovinné ulohy pruznosti jsou v kazdém uzlu definovany
2 uzloveé parametry — posun ve smeru horizontalnim u

a posun ve smeru vertikalnim v, globalni matice tuhosti ma tedy
2 x nfadku a 2 x n sloupcu (/=2).



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Globalni matice tuhosti K

a, b, a, b, a; by . . . a, b, ' uzel €. 1, smér x
¢, dyy ¢, d, ¢ d; ¢, d, uzel &. 1, sméry
a,, by ay, by, ay, b, a,, by,
K =
s uzel €. n, smér
Cnl dnl Cn2 dn2 Cn3 dn3 . . . Cnn dnn y

Globalni matici tuhosti K dostaneme prislusnou lokalizaci
matic tuhosti prvku v celkové matici tuhosti .



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Funkcional celkové potencialni energie po roznasobeni
matice K a vektoru :

1/ n n nn nn nn n n
H_E(E‘% uua; +.§,§1 vivd, +> ¥ “iijiijZiE“iVjcij)—gFﬁ“i —gF,,ivi

=11

Lagrangeuv variacni princip:  S[ T = ()
ol 1
—=0,i=12,...,n
5ui
ol
—=0,i=12,..,n
o,



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Tedy po derivaci dostavame soustavu (2x n) rovnic pro
nezname u, v, I=1,...,n

1
= 5(2ula11 +2v,b,, +2u,a,, +2v,b,+...+2u a, +2v b, )—Fx1 =0

1
= 5 (2ulc11 +2vd,, +2u,c,+2v,d,,+..4+2u c, +2v d, )— F.=0

yl:

¥[8 ¥y

-0

= %(2%% +2vd,, +2u,c,, +2v,d,, +..+2u,c, +2v,d, )-F, =0



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Po uprave:

(ula11 +vb, +ua, +v,b,+..4+u a, +vb, ) =F

x1

(ulc11 +vd, tu,c,+v,d,+...+uc, +vd, ) =F,

(ulcn1+vld +u,c,+v,d ,+..+uc, +v.d )

n- nn yn

Tedy dostavame soustavu rovnic pro neznamé hodnoty
posunu v uzlovych bodech:



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Vlastnosti globalni matice tuhosti K

- Pasova — nenulové prvky soustredeny pouze kolem hlavni diagonaly,
pasovost vyplyva z volby bazovych funkci s tzv. malym nosiCem- bazova
funkce prislusejici danému uzlu je nenulova pouze na téch prvcich, které
maji spolecCny tento dany uzel, na ostatnich je nulova.

Sitka pasu matice je zavisla na &islovani uzl(- existuje optimalni
Cislovani uzll, pro které je Sifrka pasu minimalni — dalezité z hlediska mnozstvi
ukladanych dat a tedy naroku na hardware (uklada se jen polopas) i z hlediska
vyuziti efektivnich algoritmu pro feSeni soustav s pasovou matici.

pas matice
délka vypoctu= cca (pocet neznamych) x (Sifka pasu)? *33sasss.
«  Symetricka — prvky symetrické vzhledem k hlavni | “egssste,
diagonale “ogees |




Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

* regularni (determinant matice je nenulovy , soustava ma jediné rfeseni),
tato podminka resitelnosti je dana zavedenim geometrickych
okrajovych podminek, bez zadani geom. okrajovych podminek,
které zamezuji pohybu télesa jako celku, je matice singularni
(determinant matice tuhosti je nulovy) a soustava tedy nema
jednoznacné reseni (numerické zhrouceni vypoctu).

Dulezita zasada: Resitel Ulohy musi pfedepsat alesporn takové okrajové
podminky, aby zamezil pohybu télesa jako celku ve vsech jeho slozkach.



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Zadani homogennich okrajovych podminek (pfedepsany nulové hodnoty
posunu v danych uzlech) se v matici tuhosti projevi vynechanim pfislusného
radku a sloupce, ktery odpovida tomuto uzlu. Adekvatné se pak vynecha
odpovidajici slozka vektoru uzlovych parametrd a vektoru vnéjSich sil.

Standardni geometrické podminky v geotechnickych ulohach odpovidaji
tzv. tuhé vané — na vertikalnich hranicich modelu jsou omezeny posuny ve
smeru horizontalnim, na spodni hranici modelu pak posuny ve sméru
vertikalnim.



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového

prvku s linearni aproximaci posunu

Priklad sestaveni globalni matice tuhosti z matic lokalnich

1 2 3

1,2,3,4,5,6 ... uzly site

1

2

3

4

.. prvky

Vektor neznamych uzlovych parametru (posuny ve dvou smérech):

. T
5:(ulavlauzaVz»u:saV3au4av4»usavsau6ﬂv6)

4 lokalni matice tuhosti 6x6:K1, K2, K3, K4



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Lokalni matice tuhosti (predchozi priklad)

V kazdé lokalni matici tuhosti daneho prvku budou radky, které budou
vyjadrovat rovnovahu sil v uzlech, kterée patri danemu konecnému prvku.

Podmince rovnovahy v uzlech, které jsou spoleCné vice koneCnym
prvkim, musi odpovidat radky v lokalnich maticich téchto prvkd. Napf.
uzel €. 2 je spoleCny prvkim 1,2,3, podmince rovnovahy musi tedy
odpovidat radky v maticich tuhosti prvku 1,2,3.

Pro sestaveni globalni matice tuhosti je tfeba nejprve lokalizovat prvky
lokalnich matic tuhosti v matici globalni a nasledné provést superpozici
(secteni pfislusnych prvku lokalnich matic tuhosti).



Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Lokalni matice tuhosti jednotlivych prvku

EEEREERER 1 R R B R
EEEREERER EEEEERN
KeyR9-mmmmEE Quy2s)- HHEE N
EEEREERER 1 R R B R
EEEREERER 1 R R B R
EEEREERER 1 R R B R
EEEEERN

DDODD OO EEEEEN
EEEEERN

K3(zly 2,3,5)= K 4(uzly 3,5,6):.. EEEER
EEEEERN

EEEEERN




Metoda konecCnych prvku — Analyza s vyuzitim trojuhelnikového
prvku s linearni aproximaci posunu

Princip lokalizace lokalnich matic tuhosti v matici globalni K

HE N mE m .
N L] "N
E OO0 mmo o
HE N O OC mem o
00 m ow | e |
K= 00| m o | mm |
BN AN e n
E N mm e =
D DM m e e =
DDl e e .
L E EEm
"= E EE =




