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Metoda koneénych prvku — Prutova varianta MKP

Prutova varianta metody konecCnych prvku (jednorozmérna uloha)

Uloha: Stanoveni posund a napéti ve vetknutém nosniku
delky L zatizeného pouze vlastni tihou

4 uzly
7 3 prutové prvk
1 2 3 4 P PIVEY

() a8 Q
~ ~ Pfedpoklad:
@ @ @ linearni aproximace posunu

na prvcich(prutech) — uzlové body

E- modul pruznosti materialu jsou tedy krajni body prutovych prvku
S- prufezova plocha

p — hustota materialu

Globalni vektor uzlovych parametru (v nasem pripadé posunu):

—

O = (ul,uz,u3,u4 )
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Nejjednodussi aproximace funkce posunu na jednotlivych prutech —
linearni aproximace:

Obecné: u(x)=a,+a,x ?? a4, a, T-» T—»
Uy L us

Prvek C. 1: urCen uzly 7 a 2, délka prutu Lp=L/3

Tedy pro aproximacni funkci musi platit: u1=u(x1)=a1+a2x
u2=u(x2)=al+a2x

Po vyreSeni uvedené soustavy 2 rovnic pro 2 neznamé a1, a2 dostavame:

— X Xy
al = I/ll + Mz
X — X, X — X,

u —u,

az =
X — X,
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Tedy na prvku €. 1 budou posuny u aproximovany nasledujicim
linearnim polynomem:

X—X, X, — X
u=1u, +u, =
X — Xy X — Xy

. 1 1
=u,N, +u,N,

kde N./ - bazova funkce odpovidajici uzlu i na prvku j

. . . , . 1 1
Ovéreni vlastnosti bazovych funkci: ]\]1 (xl ) — 1’ ]\[1 (xz)

N;(xz):LN;(xl)

0
0



Metoda kone€nych prvku — Prutova varianta MKP

Grafické vyjadreni vyznamu a tvaru bazovych funkci:

u(x) = Nqu+ N,

~ Us

-1
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Analogicky na prvcich €. 2 a 3 budou posuny u aproximovany
pomoci neznamych uzlovych hodnot v uzlovych bodech a znamych
bazovych funkci nasledovné:

prvek C. 2;
X—X Xy, —X
U=t =l tuy| — =u,N; +u,N;
Xy T Xy = X3
prvek C. 3:
X—X X, —X
U= =ty = =uyN; +u,N,
X3—X4 x3—x4
N2 X :l,Nz X :O
Ovéfeni vlastnosti bazovych funkci: 2( 2) j( 3)
N3(X3):1»N3(X2):O
3 3
N3(X3):19N3(X4):O
3 3
N4(X4):19N4(X3):O
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Vyjadreni pfetvoreni na prutu €. 1 pomoci bazovych funkci a
uzlovych parametru:

du d X—X, X, —X
dx dx\ x —x, X, — X,

_ u
X1 — X X1 — X Xy =X U,
_ L(_ 1,1)(1/!1]
L, u,

Z téchto vztahu vyplyva, Zze za predpokladu linearni aproximace posunu na
prvku je aproximace pretvoreni na prutu konstantni.

kde Lp=(x,-x,) je délka prutu
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Vyjadreni napéti na prutu €. 1 pomoci bazovych funkci a uzlovych
parametru:

Predpoklad linearné pruzného chovani materialu (Hookuv zakon):

u —1
G:Eg:EL(—l,l)[ ljzﬂ(ul,uz)( j
L, u,) L, 1

Tedy za pfedpokladu linearni aproximace posunu na prvku je napéti na
prvku konstantni.
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Vyjadfeni napéti na prutech €. 2 a 3 pomoci bazovych funkci a
uzlovych parametru:

u

P :L(_Ll)( 2j
L, U,
u

£ :i(—l,l)[ 3)
L, u,

Vyjadreni napéti na prutech €. 2 a 3 pomoci bazovych funkci a
uzlovych parametru:

u —1
GzEg:EL(—l,l)( 2j:£(u2,u3)[ j

L, u, ) L, 1

u —1
0'=E5=EL(—1,1)( 3j=£(u3,u4)[ j

L, u,) L, 1
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Prace vnitrnich sil W, a vnéjsich sil P, pro prvek C. 1: H1=W1—P1

1% 1 ¢ E —1 1 u,
VVI :2£08de:2SJ.L(M1,u2{ | jXL—(—l,I{uzjdX:

X P p
1, E 7} SE
=5SL—§9;[(—ul+u2)(—ul+u2)dx: 2L§, (uf—2u1u2+u22)Lp =
SE
= Z(uf —2uu, +u22)
Maticovy zapis: W:l(u L )S_E =1y :l(u u K
121’2Lp—11u2 R u,
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Analogicky pro dalsi 2 prvky:
prvek C. 2

1 SE(1 —1\u, 1 o[ U,
W, _2(u2’u3)L[—1 | j(%j_ 2(”29“3)]{ (%j

prvek C. 3

1 SE 1 _1 l/l3 1 3 u3
= — - —_ K
3 2(”3»”4)Lp (_1 | j[%j 2(”3»”4) (%j

Matice tuhosti vSech tfi uvazovanych prvku jsou identické
a jsou pro prijaté geometrickeé i materialové charakteristiky prutu

konstantni, tedy
K -k-g = SE[ T
L \-1 1

p
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Potencial vnegjsiho zatizeni pro prvek C. 1:

P! =J‘upngx=pgSJ.£u1 0 +u, xl_xjd’Xz

% X1~ X =4
=upgSL(x —X )2+u pgSL(x —X )2 =
1 2Lp 2 | 2 2Lp 2 |

o ELpIOgS(ul’u2 1

(x2 — X, ) =L _, g— gravitac. zrychleni

p?
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Analogicky potencial vnejsiho zatizeni pro prvky C. 2 a 3:

prvek C. 2.
P’ jupngx pgSj[ul A +u, xz—x]dx:
Xy = X3 Xy = X3
1 ) 1 2
—ungsi( _xz) +M3,0gSE(x3—X2) =
= %LppgS(uzaus )Cj
prvek C. 3.

1 1
P ELppgS(u3,u4)( ]

1
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Stanoveni celkoveé potencialni energie nosniku:

n 1\ (0) (0)]
=Z iP’ u1u2u3u4)Ku2—lpgSL(uuuu)1+1+O =
i1 S u, | 2 pEPTREEEA O] 1
, o) (o) (1)
u, 1
1(“1»”‘2»”3»“4)]< " _ngSLp(uvuzauwW) ’
u, | 2 2
u, 1

K — celkova (globalni) matice tuhosti, ziskame ji lokalizaci prvku
lokalnich matic tuhosti prvkt dimenze (2x2) do pfislusnych
prvku globalni matice tuhosti dimenze (4x4)a naslednym
sectenim
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Lokalizace prvku lokalnich matic tuhosti do matice globalni:

prvek €. 1 urCen uzly 1 a 2 prvek €. 2 urCen uzly 2a 3
I 10 O 0O 0 0 O
o _BS|=L 10 O,KzzE_SO 1 —1/0
L0 0 0 0 L|0 1 1 |0
0O 0 0 0 0O 0 0 O
prvek ¢. 3 urcen uzly 3 a 4 Globalni matice tuhosti:
0O 0 0 O 1 -1 0 O
0O 0 0 O 3 -1 2 -1 0
K3:E_S , K:ZKle—S
L0 0f1 -1 — L |10 -1 2 -1
0O 0|-1 1 O 0 -1 1
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Aplikaci Lagrangeova variacniho principu na funkcional
celkove potencialni energie I1 dostavame nasledujici
soustavu rovnic:

oIl
ou,

ol
ou, ,
oIl
5u3

ol
ou, A

—%i—S@ul 2u2)—%pgSLp:O
;iS( Qu, +4u, — 2u3)—%pgSLp2:0
;iS( Qu, +4u, — 2u4)—%pgSLp2=()
;iS( 2u3+2u4)—%pgSL =0
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Maticovy zapis vysledné soustavy rovnic po aplikaci
minimalizacni podminky pro funkcional potencialni energie:

(1 -1 0 0 \u) (1)
ES|-1 2 -1 0 |u,| 1 2
L0 -1 2 —1|u| 2 72
00 =1 T Auy,, Y
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Zavedeni okrajovych podminek ulohy (u,=0- vetknuti),
tzn. vynechava se prvni radek a prvni sloupec :

(2 1 ()Vuz\ 1 ()
i—S 12 1 u |=pgSL,| 2
L0 -1 1 Ny 1

Timto zpusobem je zajiSténa regularita matice soustavy
a tedy jednoznacnost reseni soustavy.
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Resenim soustavy rovnic dostavame hodnoty posunt v uzlech:

2
pgL

2 2
PsL, . _ 48
E

>
2 E E

u, =0,u, = ,u4:%

Z Hookova zakona se stanovi napéti na jednotlivych prvcich:

a(l)zLE(_ul+u2):z.sngp,a(z):L£(_u2+u3):1.sngp,a(3):L£(_u2+u3):o.sngp
p p p
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Analytické feSeni ulohy pro stanoveni posunu a napéti ve
vetknutém nosniku zatizeném pouze vlastni tihou:

Vychozi diferencialni rovnice:

. - do
rovnice rovnovahy: —+pg =0
dx
geometricka rovnice: oo du
dx

HookUv zakon:



Metoda koneénych prvku — Prutova varianta MKP

Dosadime z geometricke rovnice do Hookova zakona
a ziskane pretvoreni pak do rovnice rovnovahy:

Okrajové podminky ulohy:

u(x=0)=0 (vetknuti)

d . o .
d—u(pro x=L)=0 (zména posunu u na konci nosniku je nulova)
X
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Reseni homogenni diferencialni rovnice:

d*u ) du . x*
—2:—£ —>1ntegrace—>—=—£x+c1 — int egrace — u :—£—+clx+c2
dx E dx E

UrCeni konstant z okrajovych podminek:

u(0)=0=c,
@(x:L):—ﬁL+cl =0—>¢ _peL
dx E E

s v v P ; 2 2
Celkove feSeni matedy tvar |y PEX pel _pgl, . X
parabolicky: E 2 E )
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Vypocet odpovidajici funkce napéti:

du _ . pg
—FEe—EM _ 5P _ )= poll—
o=Es=E— E( x)=pg(L—x)

Napéti ma linearni prubéh.
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Srovnani analytického a numerickeho reseni

Srovnani posunu v uzlovych bodech:

“. Analytické reSeni Numerické reSeni

0 u(x=0)=0
2 2
2 Lp ulr=r,)=28|3L 1 —QJ_EFEJ u _>pel,
p E pp 2 E 2 p 2 2 E

3 2Lp - AN pelL,
(x=2L )=? 3L 2L - ]—E(4Lp) u, =4 Ep
4 3L .\ Pg 9L\ pg(9 ., _9ng2
p u(x—3Lp)—E(3Lp3Lp—TJ—F[ELPJ u2 _5 Ep
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Posuny na prvcich
grafické srovnani analytického a numerického reseni

u

Umax /\
1 .............................................................................................................. __.- .........
0,88 [ o MKP
Analytické FeSeni L7
0,55 ....................................... §
J 5
/ N
// §
4
Y,
’f’ é
0 3L 5L L S
\ v A ~ A ~ r X
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Srovnani napéti na prvcich:

prvek | Rozsah | Analytické reSeni Numerické reSeni
prvku

0-L
2 olx=L,)=peB3L, ~L,)=2p2L, 25ng ,
2 Lp-2Lp olx=2L )= pe(3L, 2L, )= peL, 0'(2) =1.5p0gL,,
3 2Lp-3Lp

olx=3L, )= pgl3L, ~3L,)=0 o(3)=0.502L
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Napéti v prvcich
grafické srovnani analytického a numerického reseni

o

Uma)( /\
1
0,83
~.] Analytické Fegeni
| MKP
0.1E .......................................... ........................................ |
y »
L% v A v A v J x
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Srovnani analytického a numerickeho reseni -zavery

« v uzlech odpovida analytické reSeni hodnotam vysledku
reSeni numerického, uvnitf prvku jsou numericky stanovené
posuny nizsi — metoda konecnych prvku je obecné ,tuzsi“ .

* napeéti na prvcich maji vzhledem k predpokladu linearni
aproximacni funkce po ¢astech konstantni prubéh

« prubéh posunl mezi prvky je spojity
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« napéti maji nespojity prubéh mezi prvky, obvykle jsou
nasledné prumérovana

« z porovnani vysledku vyplyva nutnost volit jemnéjsi sit’ a
vyS8Si stupen aproximace posunu pro dosazeni vysSi
presnosti numerickych vypoctu, a to zejména u stabilitnich
vypoctu, kde jsou vysledky napéti rozhoduijici



